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Riassunto
In questo lavoro, tramite l’analisi della reliability interna, si mostrano i più piccoli valori delle di-
scontinuità e dei cambi di velocità rilevabili con test statistici in serie di coordinate di stazioni 
GNSS permanenti, nel caso in cui i dati di partenza siano affetti da vari tipi di rumore colorato. Si 
mostra, inoltre, come i valori di random walk noise, flicker noise e first order autoregressive noise, 
pubblicati in bibliografia, possano ostacolare la corretta stima dei valori di discontinuità o cambi di 
velocità, qualora questi siano realmente presenti. 

Abstract
In this paper we investigated on the internal reliability of the time series, estimating the values of 
the minimal discontinuity and the minimal rate changes detectable using tests statistic. We consider 
GNSS permanent stations coordinates time series affected by different types of coloured noise. The 
results show that the values of the random walk, flicker noise and first order autoregressive noise, 
provided in the cited references, make difficult to localize real discontinuity and/or rate changes. 

Introduzione 
E’ un fatto consolidato che oggi i moderni strumenti di misura impiegati in geodesia e topografia 
sono in grado di fornire osservazioni ad una (pressoché) qualsivoglia frequenza. Il risultato della 
misura, quindi, non è più una singola determinazione (o un numero limitato di determinazioni) di 
una grandezza (molto spesso geometrica), ma un insieme costituito da un numero elevato di osser-
vazioni, numero che facilmente arriva ad ordini di grandezza di 103-104 o anche più. Le stazioni 
GNSS permanenti ne sono un esempio, essendo in grado di fornire osservazioni molto numerose 
(Kenyeres and Bruyninx 2004). Attualmente disponiamo di serie temporali di soluzioni giornaliere 
lunghe 10-15 anni; queste permettono di evidenziare fenomeni ed eventi di svariata natura: geofisi-
ca, geologica, meteorologica, strumentale, ecc., secondo gli scopi per cui le stazioni sono installa-
te,ma anche umana (errori nella manutenzione degli strumenti). Parallelamente, proprio in virtù del-
la numerosità di questi dati, si possono rilevare fenomeni di rumore più o meno complessi (Mao et 
al. 1999). Alcuni di essi, nonostante la natura stocastica, si manifestano, a prima vista, similmente a 
fenomeni deterministici e senza l’adozione di opportune tecniche di analisi, possono essere scam-
biati per tali (Williams 2003). Ma è anche vero il vice-versa: discontinuità piccole e numerose e 
cambi di velocità delle serie di coordinate, possono essere confusi ad esempio con un random walk 
noise (Williams 2003). I tipi di rumore che comunemente affliggono i dati delle stazioni GNSS 
permanenti (riportati in bibliografia) possono essere white noise (WN), random walk noise (RW), 
flicker noise (FN) e auto-regressive noise (AR(1), Amiri-Simkooei 2007, Amiri-Simkooei et al. 
2007), e la loro contemporanea presenza influenza la localizzazione e la stima di discontinuità e 
cambi di velocità. Di seguito si descriveranno i modelli dei processi di rumore menzionati e, sulla 
base dei valori riportati in bibliografia, si cercherà di fornire una stima delle entità delle discontinui-
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tà e dei cambi di velocità rilevabili con test statistici (di prefissato livello di significatività e poten-
za).

Rumore colorato 
Le misure geodetiche, come tutti i tipi di osservazioni, sono affette da errori; i processi che produ-
cono queste “imprecisioni” sono di svariata natura e per di più possono mutuamente influenzarsi. 
Un modo efficace per classificarli è quello di ricorrere alla forma del diagramma del densità spettra-
le “Power Spectral Density” (PSD). Come evidenziato da Agnew (1992), per i processi di rumore la 
PSD (Px) è ben descritta dalla formula:
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dove f è la frequenza (spaziale o temporale), k è l’indice spettrale e f0 e P0 sono delle costanti per la 
normalizzazione. k  [-3;1] e i processi ad esso corrispondenti si suddividono in: 

noise k noise
1 

white noise 0 
flicker noise -1 

fractional white noise 

random walk -2 
-3 

fractional brownian motion 

White Noise (rumore bianco) 
Nei classici problemi di compensazione (ad esempio nel calcolo delle coordinate dei vertici di una 
rete topografica) i residui (vi, che rappresentano gli errori che affliggono le singole osservazioni) 
sono spesso trattati  come errori accidentali. Sono quindi considerati delle estrazioni di valori di una 
variabile aleatoria, detta normale, da una popolazione caratterizzata da soli due parametri statistici, 
la media (nulla) e la varianza ( 2): 

20,iv N         [2] 

Ciò significa che ripetendo ininterrottamente la misura della grandezza a cui corrisponde vi, i valori 
dei residui risulteranno distribuiti in una fascia che va da -3  a +3 , centrata attorno allo zero, con 
una probabilità del 99%. Ogni estrazione produce un valore del residuo, vi , che è indipendente dalle 
precedenti e non influenza quelle future. Questo tipo di processo corrispondente al rumore bianco e 
presenta la caratteristica della non correlazione degli eventi (estrazioni): detta vk la k-esima estra-
zione, caratterizzata da 20,  k kE v D v , la successiva vk+1 è caratterizzata dagli stessi valori, 

2
1 10,  k kE v D v . Il valore vk non influenza 1kE v nè 1kD v , rispettivamente pari a 

1 0kE v  e 2
1kD v . Ciò vale anche per k rv r , rispetto a vk. In termini di PSD, la caratteri-

stica del white noise è quella di avere la stessa densità spettrale a tutte le frequenze. Gli “errori ac-
cidentali” hanno lo stesso comportamento stocastico a tutte le frequenze, figura 1.  

First Order Autoregressive Noise 
Quando l’errore sull’estrazione k-esima dipende, in qualche modo, da quelli precedenti si hanno 
processi di rumore autoregressivo. In particolare quando dipende da quello al passo k-1 si ha il First
Order Autoregressive Noise. Detto k il rumore che affligge la k-esima osservazione, esso è del tipo 
AR(1) se si può esprimere come (Witkovsky’, 1996): 
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per k=2, …, n, con 1 e dove vk è rumore bianco. E’ facile vedere che 0kE , mentre la sua 
dispersione è data dalla matrice di varianza covarianza (Witkovsky’, 1996): 
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2 è la varianza del white noise. In Amiri-Simkooei 2007, Amiri-Simkooei et al. 2007, i coefficienti 
della matrice sono scritti facendo uso dell’esponenziale e del fattore di scale temporale in luogo di 

, con ln . Per =1 k rappresenta un random walk. Il diagramma della PSD dell’AR(1) è 
una via di mezzo tra quello del white noise, alle basse frequenze, e quello del flicker noise alle alte 
frequenze (Denny et al, 2004), figura 1. La figura 2 (sinistra) mostra tre tipologie di AR(1) al varia-
re di  (scale temporali =0.22, 0.69 e 1.61 rispettivamente  = 0.8, 0.5 e 0.2). 

Flicker Noise 
Una delle proprietà che caratterizza il flicker noise è che la PSD è proporzionale a 1/f, in scala loga-
ritmica il diagramma ha una distribuzione approssimabile con una retta di pendenza -1 (figura 1). 
Tale caratteristica, apparentemente semplice, comporta però delle difficoltà, prima fra tutte quella 
che per questo tipo di rumore, ad oggi, non si ha una espressione matematica definita. Attualmente 
ne esistono diverse approssimazioni: shot noise process (Lowen & Teich 2005), clustering Poisson 
point process (Gruneis e Musha 1986, Gruneis 2001), recurrence models (Kaulakys and 
Meškauskas 1998, Kaulakys, et al. 2005), stochastic differential equation model (Kaulakys et al. 
2006), reversible Markov chain models (Erland & Greenwood 2007). Questo tipo di rumore è pre-
sente in molti fenomeni naturali: fisica, geofisica, elettronica, medicina (pulsazioni del cuore, ence-
falogrammi), musica. Il ticchettio delle dita eseguito per ottenere un riferimento temporale (miman-
do un metronomo) è caratterizzato da flicker noise. Il valore atteso del rumore è 0kE  la sua 
dispersione è data da (Zhang et al, 1997):  

9 if =0 
8,

9 log / log 2 21 if 0
8 24

fnQ i j      [5] 

Random Walk 
Il random walk è l’integrale del white noise, mostra una evidente correlazione complessiva, tanto 
che può essere confuso con un fenomeno deterministico. Un processo in cui è presente radom walk

è quello in cui l’errore della k-esima osservazione è esprimibile nella forma 
1

k

k j
j

v , dove i vj

sono errori accidentali, ossia white noise. E’ facile constatare che 0kE , mentre la dispersione 
è data dalla matrice di varianza covarianza (Zhang et al, 1997):  
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sf  è  l’intervallo di campionamento. Nel random walk sono i valori di due errori consecutivi ad es-
sere non correlati. In figura 1 è riportato il digramma della PSD con evidenziata la pendenza 1/f2

della retta di interpolazione (pendenza -2 in scala logaritmica).  

Figura 1 – PSD, da sinistra in alto, in senso orario: white noise, AR(1), flicker noise, random walk 

In figura 2 destra, infine, sono esemplificati gli andamenti dei rumori descritti sopra, ottenuti per 
mezzo di simulazioni numeriche. L’AR(1) è stato generato per un valore di =0.8.

Figura 2 – Sinistra: AR(1) al variare di , per 0 assomiglia al white noise, per 1 al random walk. 
Destra: grafici dei processi di rumore descritti in precedenza 

Minimal Detectable errors: discontinuità e cambi di velocità 
Di seguito si riportano i valori della più piccola discontinuità e del più piccolo cambio di velocità ri-
levabili con test statistici in una serie lunga dieci anni. La serie è stata ritenuta affetta da alcune 
combinazioni di rumore: solo WN, WN+AR(1), WN+FN, WN+RW. In figura 3 i grafici sono di-
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stinti in base al valore di . Nell’ipotesi che il modello di interpolazione della serie sia linea-
re, 0( )y t rt y , i valori della reliability interna sono per la discontinuità: 

0
t
y e y

y
PQ Pc c

 con 0     if i k
1   if i>kyc k         [7] 

per il cambio di velocità: 
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t t

        [8] 

0 è il parametro di non centralità (livello di significatività e potenza del test assunti rispettivamente 
di 0.001 e 0.80), P è la matrice dei pesi e Qe è la matrice di varianza covarianza dei residui. P è stata 
considerata di volta in volta pari a 1

wnP Q ,
1

(1)wn arP Q Q ,
1

wn fnP Q Q ,
1

wn rwP Q Q . I valori assunti per i rumori sono quelli riportati nella bibliografia, in particolare 

si sono considerati i seguenti fattori di varianza: 3 wn mm , 5 fn mm , 0.55 /wrw mm yr .

Figura 3 - Valori della minima discontinuità ( y) e del più piccolo cambio di velocità ( r) rilevabili al variare di 

Osservando i valori di y  risulta evidente come il RW rappresenti una condizione limite, il valore 
ipotizzato per il suo fattore di varianza fa si che sia abbastanza difficile individuare discontinuità in-
feriori ad 1 cm. Il valore del fattore di varianza usato per il FN produce risultati pressoché identici. 
All’aumentare di , l’AR(1) tende a manifestarsi in modo simile al RW, quindi valgono le stesse 
considerazioni fatte per i due tipi di rumore appena descritti. Si può affermare che le simulazioni 
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condotte indicano che, mediamente, nella migliore delle ipotesi (WN+AR(1)), è difficile individua-
re discontinuità di entità inferiori a 3-5 mm, se i valori dei rumori considerati corrispondono alla re-
altà. Anche per quanto riguarda r il RW (per il valore del fattore di varianza considerato) rappre-
senta una condizione limite; i cambi individuabili, in caso sia presente FN, sono la metà di quelli 
del RW; nel caso sia presente solo WN allora si scende a circa 1/7. L’AR(1) ha comportamenti mol-
to simili al WN per valori di  bassi; per =0.8 tende a dare effetti simili a  quelli del FN; per 1 
gli effetti tendono a quelli del RW. In generale si può affermare che, per i valori dei fattori di va-
rianza usati, FN e RW rendono difficile individuare cambi di velocità inferiori a 5-15 mm/anno, 
stessa cosa vale per l’AR(1) con 0.5< 1.  

Conclusioni
È evidente quanto sia complicata la ricerca di potenziali segnali di natura geofisica (salti e cambi di 
velocità) in di serie temporali di coordinate di stazioni GNSS permanenti, se i processi di rumore 
qui ipotizzati corrispondono a quelli reali. A tal fine è necessario disporre di serie in cui i processi 
di rumore siano maggiormente attenuati: sono auspicabili quindi miglioramenti nell’hardware della 
strumentazione GNSS, ed anche nei modelli utilizzati dai software di elaborazione dei dati. Per 
quanto riguarda l’analisi è necessario procedere con tecniche più sofisticate. 
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